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Abstract. The aim of this paper is to present remarkable classes of Lie-
admissible algebras containing in particular the associative algebras, the Vinberg
and pre-Lie algebras. We determine the associated operads and their dual operads.
Re´sume´. Le but de cette note est de pre´senter des classes remarquables
d’alge`bres Lie-admissibles qui contiennent entre autres les alge`bres associatives, de
Vinberg et pre´-Lie et de de´terminer leurs ope´rades associe´es et les ope´rades duales.
1. Alge`bres Lie-Admissibles.
Soient (A, µ) une K-alge`bre sur un corps commutatif de caracte´ristique 0. Notons
aµ : A
⊗3 → A l’associateur de la loi µ :
aµ (X1, X2, X3) = µ (µ (X1, X2) , X3)− µ (X1, µ (X2, X3)) .
Soit
∑
n le groupe syme´trique d’ordre n. Pour tout σ ∈
∑
3, on pose
σ (X1, X2, X3) =
(
Xσ−1(1), Xσ−1(2), Xσ−1(3)
)
.
DEFINITION 1 : L’alge`bre A =(A, µ) est dite Lie-admissible (cf [1]) si sa loi µ
ve´rifie ∑
σ∈
∑
3
(−1)
ε(σ)
aµ ◦ σ = 0.
Soit µ une loi d’alge`bre Lie-admissible; alors
[X,Y ]µ := µ (X,Y )− µ (Y,X)
est une loi d’alge`bre de Lie. Si A =(A, µ) est Lie-admissible, on notera AL =
(A, [, ]µ) l’alge`bre de Lie ainsi de´finie.
Remarque. Pour toute alge`bre de Lie g, il existe une alge`bre Lie-admissible
A =(A, µ) telle que g = AL. En effet µ(X,Y ) =
1
2 [X,Y ] est une loi Lie-admissible
ve´rifiant la condition demande´e. Notons e´galement que dans le cas de la dimen-
sion finie, la de´rive´e covariante ([6]) d’une connection de Levi Civita associe´e a` une
forme quadratique de´finie positive de´termine e´galement une loi Lie-admissible.
2. Classes d’alge`bres Lie-admissibles.
2.1. Alge`bres Gi-associatives.
Notons G1 = {Id}, G2 = {Id, τ12}, G3 = {Id, τ23}, G4 = {Id, τ13}, G5 =
{Id, 3− cycles} = A3, et G6 =
∑
3 les diffe´rents sous-groupes de
∑
3 .
DEFINITION 2 : Une K-alge`breA =(A, µ) est dite Gi-associative si sa loi µ ve´rifie∑
σ∈Gi
(−1)
ε(σ)
aµ ◦ σ = 0. (∗)
Notons qu’une alge`bre (A, µ) ve´rifiant (∗) est ne´cessairement Lie-admissible.
1
22.2. Description.
a) G1 = {Id}. Les alge`bres correspondantes sont les alge`bres associatives.
b) G2 = {Id, τ12}. La relation (∗) s’e´crit
µ (µ (X1, X2) , X3)−µ (X1, µ (X2, X3))−µ (µ (X2, X1) , X3)+µ (X2, µ (X1, X3)) = 0
Les alge`bres G2-associatives sont les alge`bres de Vinberg (appele´es aussi alge`bres
syme´triques-gauche) [10] . Si A est de dimension finie, l’alge`bre de Lie associe´e AL
est munie d’une structure affine.
c) G3 = {Id, τ23} Les alge`bres correspondantes sont les alge`bres pre´-Lie (voir [5]).
Ces alge`bres sont aussi appele´es syme´triques-droite. Notons que si la loi x.y est
pre´-Lie, alors la loi x⊙ y = y.x est de Vinberg.
Les alge`bres G4 et G5-associatives ne semblent pas avoir fait l’objet d’e´tudes par-
ticulie`res. Notons que si µ est G5-associative, elle ve´rifie :
µ (µ (X1, X2) , X3)− µ (X1, µ (X2, X3)) + µ (µ (X2, X3) , X1)
−µ (X2, µ (X3, X1)) + µ (µ (X3, X1) , X2)− µ (X3, µ (X1, X2)) = 0.
Si l’on suppose de plus que µ est anticommutative
(
[, ]µ = 2µ
)
la relation ci-dessus
est la condition de Jacobi de la loi d’alge`bre de Lie µ. Dans l’optique d’une des-
cription d’une version ”non-commutative” des alge`bres de Lie donne´e par exemple
par les alge`bres de Leibniz [8], les alge`bres G5-associatives peuvent eˆtre e´galement
conside´re´es comme des candidats naturels.
3. Ope´rades associe´es aux alge`bres Gi-associatives
Soit K [
∑
n] la K-alge`bre du groupe syme´trique
∑
n. Une ope´rade P est de´finie
par une suite d’espaces vectoriels sur K, P(n), n ≥ 1 telle que P(n) soit un module
sur K [
∑
n] et par des applications de composition
◦i : P(n)⊗ P(m)→ P(n+m− 1) i = 1, ..., n
satisfaisant des proprie´te´s ”associatives”, les axiomes de May [9].
Tout K [
∑
n]-module E engendre une ope´rade libre note´e F(E) ([5]) ve´rifiant
F(E)(1) = K, F(E)(2) = E. En particulier si E = K [
∑
2], le module libre
F (E) (n) admet comme base les ”produits parenthe´se´s” de n variables indexe´es
par {1, 2, ..., n} .
Soit E un K [
∑
2]-module et R un K [
∑
3]-sous-module de F(E)(3). On note R
l’ide´al engendre´ par R, c’est-a`-dire l’intersection de tous les ide´aux I de F(E) tels
que I(1) = {0}, I(2) = {0} et I(3) = R.
On appelle ope´rade binaire quadratique engendre´e par E et par les relations R
l’ope´rade P(K, E,R), note´e e´galement F(E)/R, de´finie par :
P(K, E,R)(n) = F(E)(n)/R(n).
Son ope´rade quadratique duale est de´finie par
P ! = P(K, E∨, R⊥)
ou` E∨ est le dual de E muni de l’action de
∑
n duale tensorise´e par la repre´sentation
signature.
3.1. L’ope´rade LieAdm
3Conside´rons R6 le K [
∑
3]-sous-module de F (E) (3) engendre´ par le vecteur
u6 = x1. (x2.x3) + x2. (x3.x1) + x3. (x1.x2)− x2. (x1.x3)− x3. (x2.x1)− x1. (x3.x2)
− (x1.x2) .x3 − (x2.x3) .x1 − (x3.x1) .x2 + (x2.x1) .x3 + (x3.x2) .x1 + (x1.x3) .x2
et soit R6 l’ide´al de F (E) engendre´ par R6.
DEFINITION 3 : L’ope´rade Lie-admissible, note´e LieAdm est l’ope´rade binaire
quadratique
LieAdm = F (E) /R6.
3.2. On peut e´galement de´finir les ope´rades binaires quadratiques associe´es a` cha-
cune des alge`bres Gi-associatives, (i = 1, ..., 5) :
i = 1: Ass = F (E) /R1 ou` R1 est le K [
∑
3]-sous-module engendre´ par les vecteurs
x1. (x2.x3)− (x1.x2) .x3,
Ass est l’ope´rade des alge`bres associatives.
i = 2: Vinb = F (E) /R2 avec R2 engendre´ par
x1. (x2.x3)− x2. (x1.x3)− (x1.x2) .x3 + (x2.x1) .x3,
i = 3: PreLie = F (E) /R3 avec R3 engendre´ par
x1. (x2.x3)− x1. (x3.x2)− (x1.x2) .x3 + (x1.x3) .x2,
i = 4: G4 −Ass=F (E) /R4 avec R4 engendre´ par
x1. (x2.x3)− x3. (x2.x1)− (x1.x2) .x3 + (x3.x2) .x1,
i = 5: G5 −Ass=F (E) /R5 avec R5 engendre´ par
x1. (x2.x3) + x2. (x3.x1) + x3. (x1.x2)− (x1.x2) .x3 − (x2.x3) .x1 − (x3.x1) .x2.
4. Ope´rades duales associe´es aux alge`bres Gi-associatives
Conside´rons le produit scalaire sur F(E)(3) pour lequel les vecteurs de base
sont orthogonaux et tel que
< xi.(xj .xk), xi.(xj .xk) >= sgn(
1 2 3
i j k
)
< (xi.xj).xk, (xi.xj).xk >= −sgn(
1 2 3
i j k
)
ou` sgn(σ) = (−1)ε(σ) est la signature de σ.
Soit R6 le K [
∑
3]-sous-module de´terminant l’ope´rade LieAdm. L’orthogonal par
rapport au produit scalaire de´fini ci-dessus, R⊥6 , est de dimension 11. Soit R6
′ le
K [
∑
3]-sous-module de F(E)(3) engendre´ par les relations
(xσ(1)xσ(2))xσ(3) − xσ(1)(xσ(2)xσ(3)),
(xσ(1)xσ(2))xσ(3) − (xσ(1)xσ(3))xσ(2),
(xσ(1)xσ(2))xσ(3) − (xσ(2)xσ(1))xσ(3).
Alors dimR′6 = 11 et < u, v >= 0 pour tout v ∈ R
′
6 , u e´tant le vecteur ge´ne´rateur
de R6. Ceci implique que R
′
6 ≃ R
⊥
6 et par de´finition l’ope´rade duale de F(E)/R6 =
LieAdm note´e LieAdm! est par de´finition l’ope´rade binaire quadratique F(E)/R⊥6 .
4PROPOSITION 1. Une alge`bre A sur l’ope´rade LieAdm! est une alge`bre associative
qui est abe´lienne d’ordre 3, c’est-a`-dire ve´rifiant
abc = acb = bac
pour tout a, b, c ∈ A.
Les ope´rades duales Ass! et PreLie! ont e´te´ de´termine´es dans [4] et [3]. La
premie`re e´tant autoduale ve´rifie Ass! = Ass et la deuxie`me correspond a` l’ope´rade
Perm.
PROPOSITION 2. Les ope´rades duales de Vinb, G4 − Ass, G5 − Ass sont les
ope´rades quadratiques dont les alge`bres correspondantes sont associatives et ve´rifient
respectivement :
- pour Vinb! : abc = bac.
- pour G4 −Ass
! : abc = cba.
- pour G5 −Ass
! : abc = bca = cab.
Esquisse de preuve. R⊥2 est le K [
∑
3]-sous-module de F(E)(3) engendre´ par les
vecteurs
(x1. (x2.x3)− (x1.x2) .x3) , (x1. (x2.x3)− x2. (x1.x3)) ,
(x1. (x2.x3)− (x2.x1) .x3)
pour tout x1, x2, x3 ∈ E.
De meˆme
R⊥4 = 〈(x1.(x2.x3)− (x1.x2).x3), (x1.(x2.x3)− x3.(x2.x1)),
x1.(x2.x3)− (x3.x2).x1)〉
R⊥5 = 〈(x1.(x2.x3)− (x1.x2).x3), (x1.(x2.x3)− x2.(x3.x1)),
x1.(x2.x3)− (x2.x3).x1), (x1.(x2.x3)− x3.(x1.x2)), (x1.(x2.x3)− (x3.x1).x2)〉
et dimR⊥4 = 9, dimR
⊥
5 = 10. Il suffit ensuite de remarquer que (F(E)/R)
! est par
de´finition l’ope´rade binaire quadratique F(E)/R⊥ d’ou` le re´sultat. 
5. Dualite´ de Koszul des ope´rades provenant des alge`bres Gi-associatives.
Rappelons qu’une ope´rade quadratique P est dite de Koszul si pour toute P-
alge`bre libre FP (V ) on a H
P
i (FP (V )) = 0, i > 0.
PROPOSITION 3. Les ope´rades Ass, Vinb, PreLie sont de Koszul. Les ope´rades
G4 −Ass et G5 −Ass ne sont pas de Koszul.
Preuve. En effet d’apre`s [4] et [3] les ope´radesAss, PreLie sont de Koszul. Compte
tenu des relations liant PreLie et Vinb, cette dernie`re est aussi de Koszul. Pour
les deux autres, nous allons montrer qu’elles ne sont pas de Koszul en utilisant leur
se´rie de Poincare´ et le crite`re duˆ a` Ginzburg-Kapranov [4]. La se´rie est de´finie,
pour une ope´rade P , par
gP(x) :=
∞∑
i=1
(−1)ndimP(n)
xn
n!
,
Les se´ries de Poincare´ d’une ope´rade de Koszul P et de sa duale P ! sont relie´es
par l’e´quation fonctionnelle
gP(gP!(x)) = x.
5On a
gG4−Ass(x) = −x+x
2−
3
2
x3+
59
4!
x4+... , gG4−Ass!(x) = −x+x
2−
1
2
x3−
1
4
x4+...
gG5−Ass(x) = −x+x
2−
10
3!
x3+
39
4!
x4+... , gG5−Ass!(x) = −x+x
2−
1
3
x3+
1
12
x4+...
et ces deux se´ries ne sont pas respectivement inverses l’une de l’autre. Ces ope´rades
ne sont pas de Koszul d’apre`s [4].
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